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1 Introduction
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2 Model

2.1 TCP model
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2.2 Linearization
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2.3 The AQM Control Problem
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2.3.1 Plant Dynamics
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2.3.2 AQM Performance Objectives
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3 AQM with RED

1-$L#> *-&'. L*%*,%+#$ O123P +/ -$ !N6 0**LS-,T /,)*>* +$%&#L@,*L +$ _ED`Q H$
%)+/ /*,%+#$ 7* @/* %)* =&*C+#@/'. L*C*'#=*L '+$*-&+M*L >#L*' #0 !N6 %# /@<<*/%
&@'*/ 0#& %@$+$< - 1239S-/*L ,#$%&#''*&Q

3.1 Description of RED

()* 123 -,%+C* U@*@* >-$-<*>*$% ,#$%&#' '-7 ,#>=@%*/ '#// =&#S-S+'+%. -/ -
0@$,%+#$ #0 >*-/@&*L U@*@* '*$<%) -/ L*=+,%*L S. %)* !N6 ,#$%&#' '-7 +$ %)*
S'#,T L+-<&-> #0 R+<@&* KQ A=*,+!,-''.? 123 ,#$/+/%/ #0 - '#79=-// !'%*& OcGRP
-$L $#$'+$*-& <-+$ >-= -/ /)#7$ +$ R+<@&* ^Q ()* 0#&> #0 %)* cGR 7-/ L*&+C*L
+$ _Z`Q ()* =#'* +/ *U@-' %# ? 7)*&* +/ %)* -C*&-<+$< 7*+<)%
-$L +/ %)* /->='+$< 0&*U@*$,.Q X#&>-''. 123 @=L-%*/ +%f/ >#C+$< -C*&-<*
#$ *C*&. =-,T*% -&&+C-'? -$L )*$,* +/ ? 7)*&* +/ %)* U@*@* ,-=-,+%. +$
=-,T*%/b/*,Q !% )+<) '#-L '*C*'/ %)+/ /->='+$< 0&*U@*$,. *V,**L/ ? 7)*&*-/ -%
'#7 '#-L '*C*'/ +% 0-''/ S*'#7 Q \$ -$ -C*&-<* )#7*C*&? @$L*& %)* -//@>=%+#$
#0 - /%-S'* ,#$<*/%*L U@*@*? %)* /->='+$< 0&*U@*$,. +/ Q (@$+$< 123 ->#@$%/
%# /*'*,%+#$ #0 %)* '#79=-// !'%*& =#'* ? %)&*/)#'L ? '*C*' -$L <-+$

Q ! =#+$% %# S* $#%*L )*&* +/ %)-% %)* &#'* #0 - '#79=-// !'%*& +$ !N6 +/
@$,'*-&Q ! '#79=-// !'%*& =&#C+L*/ S#%) -%%*$@-%+#$ -$L =)-/* '-< -% 0&*U@*$,+*/
=-/% +%/ ,#&$*& 0&*U@*$,.h Q !% /@,) 0&*U@*$,+*/? %)* +$%&#L@,%+#$ #0 -
=)-/* '-< &*L@,*/ =)-/* >-&<+$/ -$L 7#&/*$/ %&-$/+*$% =*&0#&>-$,*? -$L +/ #0%*$
%)* ,-@/* #0 #/,+''-%+#$/ /**$ +$ 123 /./%*>/Q ()* S*$*!% #0 - '#79=-// !'%*&
'+*/ +$ +%/ >-<$+%@L* -%%*$@-%+#$ -% %)*/* )+<)*& 0&*U@*$,+*/Q ()+/ =&#=*&%. <+C*/ +%
-$ -S+'+%. %# -%%*$@-%* %)* *00*,%/ #0 )+<)90&*U@*$,. /*$/#& $#+/* #$ %)* >*-/@&*L
C-&+-S'* Q R#& *V->='*? - '#79=-// !'%*& +$ -$ !N6 ,#$%&#' '-7 ,#@'L S* @/*0@'
+$ -%%*$@-%+$< /*$/#& $#+/* #$ %)* &*<@'-%*L #@%=@% Q 4#7*C*&? %)* &-$<* #0
0&*U@*$,+*/ #C*& 7)+,) %)+/ #,,@&/ >@/% S* /@0!,+*$%'. &*>#C*L 0&#> %)* ,#$%&#'
'##=f/ S-$L7+L%)Q
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3.2 Designing RED

!$ -,%+C* U@*@*9>-$-<*>*$% O!N6P /./%*> ,-$ S* >#L*'*L -/ %)* 0**LS-,T
,#$%&#' /./%*> /)#7$ +$ R+<@&* ]Q 4*&* L*$#%*/ %)* =&*C+#@/'. L*&+C*L
/>-''9/+<$-' '+$*-&+M-%+#$ #0 ("G9U@*@* L.$->+,/ O'+$*-&+M*L -S#@% U@*@*9'*$<%)

PQ +/ L*&+C*L =&*C+#@/'.Q -$L L*$#%* =*&%@&S-%+#$/ +$
%)* loss probability -$L queue length &*/=*,%+C*'.Q H$ R+<@&* ] %)* %&-$/0*& 0@$,%+#$

L*$#%*/ -$ !N6 ,#$%&#' /%&-%*<. /@,) -/ tail-drop #& REDQ
(-+'9L&#= +/ -$ #$9#00 ,#$%&#' /%&-%*<.Q H$ %*&>/ #0 #@& /*%9@= +$ R+<@&* ]?

%-+'9L&#= ->#@$%/ %# %)* #$9#00 -,%+#$ Q H% +/ T$#7$ +$ ,#$%&#' %)*#&.
%)-% /@,) -$ #$9#00 >*,)-$+/>I '*-L/ %# #/,+''-%+#$/ O'+>+%9,.,'*/P %)-% ,-$ *V)+S+%
,#>='*V -$L ,)-#%+, S*)-C+#&h *Q<Q? /** _EE`Q A@,) #/,+''-%+#$/ >-. S* @$L*/+&-S'*
+$ U@*@* >-$-<*>*$%? -$L 123 7-/ +$%&#L@,*L %# /%-S+'+M* %)*>Q

I-'/# &*0*&&*L %# -/ relay control +$ %)* 0**LS-,T '+%*&-%@&*Q

EK



! %&-$/0*&90@$,%+#$ >#L*' 0#& 123 +/a

O]P

7)*&*

+/ %)* queue averaging =-&->*%*& -$L +/ %)* /->='* %+>*h /** _Z`Q H$ L*9
/+<$+$< %# /%-S+'+M* %)* !N6 ,#$%&#' /./%*>? C-&+-%+#$/ +$ S#%) %)* $@>9
S*& #0 ("G /*//+#$/ -$L &#@$L9%&+= %+>* /)#@'L S* %-T*$ +$%# -,,#@$%Q ()*
C-&+-%+#$/ +$ -&* L@* %# - C-&+-S'* =&#=-<-%+#$ %+>* 7)*&*

c*%f/ -//@>* - &-$<* 0#& %)* $@>S*& #0 ("G /*//+#$/? /-. ? -$L %)*
&#@$L9%&+= %+>*? Q ()* #SW*,%+C* +/ %# /*'*,% 123 =-&->*%*&/ -$L
+$ O]P %# /%-S+'+M* %)* '+$*-& ,#$%&#' /./%*> +$ R+<@&* ] 0#& -'' %)*/* -$L Q ()*
'+$*-& 0**LS-,T ,#$%&#' /./%*> +$ R+<@&* ] +/ /%-S'* +0 S#@$L*L *V#<*$#@/ +$=@%/
=&#L@,* #$'. S#@$L*L #@%=@%/Q ()+/ +$ %@&$ +>='+*/ %)-% &*/=#$/*/ %# +$+%+-' ,#$9
L+%+#$/ 7+'' S* S#@$L*L -$L ,#$C*&<* *V=#$*$%+-''. %# M*&#Q B$L*& %)+/ L*!$+%+#$
#0 /%-S+'+%.? 7* <+C* %)* 0#''#7+$< %7# =&#=#/+%+#$/a
Proposition 1: Let and satisfy:

O7P

where
OZP

Then, the linear feedback control system in Figure 6 using in
is stable for all and all .

Proof: "#$/+L*& %)* 0&*U@*$,. &*/=#$/* #0 %)* ,#>=*$/-%*L '##= %&-$/0*&
0@$,%+#$

EF



R&#> %)+/ -$L OZP 7* )-C*a

X#7? <+C*$ -$. -$L -$. ?

R&#> %)+/ -$L O7P +% 0#''#7/ %)-% 0#& -'' -$L 0#& -'' Q
()@/? %)* @$+%.9<-+$ ,&#//#C*& 0&*U@*$,. +/ S#@$L*L -S#C* S. Q (# */%-S'+/)
,'#/*L9'##= /%-S+'+%.? 7* +$C#T* %)* X.U@+/% /%-S+'+%. ,&+%*&+#$ _Y` -$L /)#7 %)-%

Q (# %)+/ *$L? 7* -<-+$ @/* OZP %# #S%-+$

Remarks 2:

EQ ()* &-%+#$-'* S*)+$L %)+/ ,)#+,* #0 =-&->*%*&/ +/ %# 0#&,* %# L#>9
+$-%* ,'#/*L9'##= S*)-C+#&Q ()+/ +/ L#$* S. >-T+$< %)* ,'#/*L9'##= %+>*
,#$/%-$% O P <&*-%*& %)-$ *+%)*& %)* ("G %+>*9,#$/%-$% #& %)*
U@*@* %+>*9,#$/%-$% Q

KQ 3+00*&*$% ,)#+,*/ #0 /-%+/0. %)* ,#$L+%+#$ -S#C*Q R#& *V->='*?
R+<@&* 7 +''@/%&-%*/ - &*<+#$ #0 -L>+//+S'* =-&->*%*&/^ 7)*$
/*,/? ? -$L "#7/ -$L =-,T*%/b/*,Q

FQ ()+/ 123 L*/+<$ +/ '+$*-&'. &#S@/% %# %)* $*%7#&T =-&->*%*& C-&+-%+#$/
-$L Q ()* *V%*$% %# 7)+,) %)+/ 0**LS-,T ,#$%&#' /./%*> +/ /%-S'*

%# 0@&%)*& C-&+-%+#$/ +$ %)*/* =-&->*%*&/ +/ ,)-&-,%*&+M*L +$ G&#=#/+%+#$ K
S*'#7Q

^C-'@*/ #0 -L>+//+S'* =-+&/ '+* S*'#7 %)* <&-=)/Q

EI
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IQ ()* >@'%+='+,-%+C* 0-,%#& +$ %)* ,)#+,* #0 +/ %)* #$* 7)+,) =&#C+L*/
/%-S+'+%. >-&<+$/Q H0 7* ,)##/* - )+<)*& C-'@* %)-$ ? 7* =&#L@,* - ,#$9
%&#''*& 7+%) '#7*& /%-S+'+%. >-&<+$/Q ()* S*$*!% #0 %)* >#&* -<<&*//+C*
L*/+<$ +/ %)-% +% <+C*/ 0-/%*& &*/=#$/* %+>*/ OL@* %# -$ +$,&*-/* +$ PQ

^Q H% /**>/ ,#@$%*& +$%@+%+C* %)-% %)* /./%*> +/ /%-S'* 0#& -'' '#-L '*C*'/ greater
%)-$ Q H$ 0-,%? %)* /./%*> >-. #/,+''-%* +0 %)* '#-L '*C*' >-T*/ %)* /./%*>
<# +$%# - &*<+#$ 7)*&* %)* #=*&-%+$< =#+$% '+*/ +$ %)* L+/,#$%+$@+%. &*<+#$ #0
%)* '#// =&#!'*Q ()+/ 7-/ /%@L+*L +$ _7`Q 4#7*C*&? %)* gentle >*,)-$+/>
&*,#>>*$L*L +$ _EK` &*>#C*/ %)* +$/%-S+'+%. &*'-%*L %# %)* L+/,#$%+$@+%.Q

]Q !% )+<) '#-L '*C*'/? %)* '#// =&#S-S+'+%. S*,#>*/ /@0!,+*$%'. )+<) %# ,-@/*
/#>* "#7/ %# <# +$%# %+>*#@%/Q 8* )-C* +<$#&*L %+>*#@%/ +$ #@& >#L*' -$L
-$-'./+/Q (+>*#@%/ /)#@'L $#% +>=-,% /%-S+'+%. 0&#> #@& -$-'./+/h +$L**L?
%)*. %*$L %# >-T* %)* /./%*> '*// #/,+''-%#&.Q

Proposition 2: Consider any RED controller satisfying conditions
and in Proposition 1. Then, the gain margin GM and phase margin

PM of the linear control system in Figure 6 satisfy:

Consequently, this linear control system will remain stable if either or
.

Proof: A)-&=*$+$< - =)-/* ,#>=@%-%+#$ >-L* +$ %)* =&##0 #0 G&#=#/+%+#$ E
<+C*/

()@/? Q ()* =)-/* '-< L@* %# -LL+%+#$-' &#@$L9%&+=
%+>* L*'-. +/a

E]



R&#> OZP? Q B/+$< %)+/ -$L <+C*/ Q R#& %)*
<-+$ >-&<+$ ,#>=@%-%+#$ 7* &*,-'' 0&#> %)* =&##0 #0 G&#=#/+%+#$ E %)-%

"#$/*U@*$%'.?

A+$,*

%)*$ Q :*,-@/* ? %)*$
<+C*/ - '#7*&9S#@$L %# %)* <-+$ >-&<+$Q A+$,* %)*$

Example 2: "#$/+L*& %)* ,-/* #0 $*%7#&T =-&->*%*&/a =-,T*%/b/*,
]? -$L /*,Q R&#> OZP?

&-Lb/*,

R#& ? 7* ,#>=@%* 0&#> O7Pa

()@/? #$* ,)#+,* 0#& +/

H$ %*&>/ #0 +>='*>*$%-%+#$? 7* ,-$ S&*-T %)+/ L#7$ -/

EQZ]*9I

X#7? 0#& - '+$T ,-=-,+%. #0 F7^D ? ? .+*'L+$< ? %)*
-C*&-<+$< 7*+<)%? -/ Q Q ()@/? +0 7* ,)##/*

-/ DQE? %)*$ %)* L.$->+, &-$<* #0 %)* -C*&-<* U@*@* /+M* +/ -==&#V+>-%*'.
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^ID =-,T*%/Q H$ R+<@&* Z 7* <+C* %)* :#L* ='#% 0#& 0#& -$L
Q ()* =)-/* >-&<+$ j -$L %)* <-+$ >-&<+$ +/ Q

Remarks 3:

EQ R&#> %)* C+*7=#+$% #0 steady-state regulation +% +/ L*/+&-S'* %# /*'*,% +$
O7P -/ '-&<* -/ =#//+S'*Q :. /%*-L. /%-%* &*<@'-%+#$ 7* >*-$ %)-% /)#@'L
<# L#7$ %# M*&# +$ /%*-L. /%-%*Q 4#7*C*&? @$L*& %)* 123 >*,)-$+/> %)*
/%*-L. /%-%* C-'@* #0 %)* U@*@* '*$<%) O0#& - /%-S'* /./%*>P L*=*$L/ @=#$
$*%7#&T ,#$L+%+#$/Q ()@/ +$ #@& '+$*-& >#L*' $*C*& <#*/ %# M*&# 7)+,)
+/ $#% - L*/+&-S'* 0*-%@&*Q 8* ,-$ &*L@,* %)+/ /%*-L. /%-%* *&&#& S. L*,&*-/+$<

Q R&#> O7P? -''#7/ Q H$ %)+/ '+>+%+$< ,-/* 7* )-C*

7)+,) ,#&&*/=#$L/ %# ,'-//+,-' integral ,#>=*$/-%+#$Q

KQ ! L&-7S-,T +$ @/+$< 123 0#& /%-S+'+M+$< U@*@* '*$<%) +/ %)-% +% )-/ - '#7
,#$%&#'9S-$L7+L%) 7)+,)? 0&#> OZP? >@/% S* '*// %)-$ %)* S-$L7+L%) #0
*+%)*& %)* U@*@* #& ("G L.$->+,Q "#$/*U@*$%'.? ,'#/*L9'##= &*/=#$/*/ -&*
,#>>*$/@&-%*'. /'#77Q ()+/ ,-$ S* +>=&#C*L S. +$%&#L@,+$< '*-L ,#>9
=*$/-%+#$ +$%# 123Q ()+/ &*/@'%/ +$ - ,'-//+,-' =&#=#&%+#$-'9+$%*<&-' OGHP
,#>=*$/-%#&

()* L*/+<$ #0 /@,) - ,#>=*$/-%#& +/ L+/,@//*L +$ - /*=-&-%* ,#>=-$+#$
=-=*& _EF`Q

],#&&*/=#$L/ %# - E^ 6Sb/ '+$T 7+%) -C*&-<* =-,T*% /+M* ^DD :.%*/
7H$ 2V->='* E? %)* S-$L7+L%) 7-/ -==&#V+>-%*'. DQD^F &-Lb/*,Q "'#/*L9'##= &*/=#$/*/ -&*

L#>+$-%*L S. %)* -//#,+-%*L KD9/*,#$L %+>* ,#$/%-$%Q

EY



4 Simulations

8* C*&+0. #@& =&#=#/+%+#$/ C+- /+>@'-%+#$/ @/+$< %)* ns /+>@'-%#&Q !'%)#@<) #@&
-$-'./+/ 7-/ ,-&&+*L #@% 7+%) - '+$*-&+M*L >#L*'? %)* /+>@'-%+#$/ -&* $#$9'+$*-&
+$ $-%@&*Q 8* '##T -% - /+$<'* S#%%'*$*,T*L &#@%*& &@$$+$< 123Q H$ -LL+%+#$ %#
+$!$+%* L@&-%+#$? <&**L. "#7/ /@,) -/ %)* #$* 7* >#L*'? 7* +$%&#L@,* /)#&% '+C*L?
4((G "#7/ +$%# %)* &#@%*&? %# <*$*&-%* - >#&* &*-'+/%+, %&-0!, /,*$-&+#Q ()* 4((G
"#7/ 7*&* /+>@'-%*L @/+$< %)* )%%= >#L@'* =&#C+L*L 7+%) nsQ ()* *00*,% #0 "#7/
7)+,) -&* C*&. /)#&% '+C*L +/ *//*$%+-''. %)-% #0 +$%&#L@,+$< $#+/* %# %)* U@*@*Q ()*
#SW*,%+C* #0 %)* ,#$%&#' /./%*> +/ %# -,)+*C* 0@'' @%+'+M-%+#$ #0 %)* S-$L7+L%) +$ %)*
=&*/*$,* #0 %)*/* /)#&% '+C*L "#7/Q H$ -'' #@& ='#%/ 7* L*=+,% %)* %+>* *C#'@%+#$
#0 %)* +$/%-$%-$*#@/ U@*@* '*$<%)? 7+%) %)* @$+% #0 %)* %+>* -V+/ S*+$< /*,#$L/Q

4.1 Experiment 1

H$ %)* !&/% *V=*&+>*$%? 7* '##T -% - U@*@* 7+%) ]D 0%= O<&**L.P "#7/? -$L EZD
4((G /*//+#$/Q ()* '+$T S-$L7+L%) +/ E^ 6Sb/? -$L %)* =&#=-<-%+#$ L*'-./ 0#& %)*
"#7/ &-$<* @$+0#&>'. S*%7**$ E]D -$L KID >/Q 8* -%%*>=% %# ,#$%&#' %)* U@*@*
%# =&#C+L* - U@*@*+$< L*'-. #0 -&#@$L ^D97D >/? -$L )*$,* /*% %)* -$L

#0 %)* U@*@* -/ KDD -$L K^D &*/=*,%+C*'.? 7+%) -C*&-<* =-,T*% /+M* S*+$<
^DD :.%*/Q ()* -C*&-<+$< 7*+<)% -$L +/ &*%-+$*L -/ dC-$+''-e? +Q*Q %)* C-'@*/
7)+,) -&* %)* L*0-@'% +$ nsQ ()* S@00*& )-/ - >-V+>@> ,-=-,+%. #0 ZDD =-,T*%/Q
8* /*% %)* gentle =-&->*%*& +$ 123 -/ d#$eQ ()* +$/%-$%-$*#@/ U@*@* '*$<%)
+/ /)#7$ +$ R+<@&* YQ \S/*&C* %)* #/,+''-%+$< $-%@&* #0 %)* U@*@*Q H% 0&*U@*$%'.
<#*/ L#7$ %# M*&#? %)*&*S. @$L*&9@%+'+M+$< %)* '+$TQ ()* '-&<* #/,+''-%+#$/ -'/#
-LL ,#$/+L*&-S'* W+%%*& %# %)* &#@$L %&+= %+>*/ #0 %)* =-,T*%/Q

4.2 Experiment 2

X#7 7* @/* %)* L*/+<$ -/ L*&+C*L +$ 2V->='* KQ ()@/? 7* /*% %)* -C*&-<+$<
7*+<)% %# S* ? %# -$L %)* L.$->+, &-$<* O P %# E^D9
7DD =-,T*%/Q ()+/ /)#@'L .+*'L - /%-S'* >#L* #0 #=*&-%+#$Q ()* &*/@'%/ -&* ='#%%*L
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+$ R+<@&* EDQ 8* +$L**L /** %)-% %)* /./%*> +/ /%-S'*? 7+%) />-'' "@,%@-%+#$/
-S#@% -$ #=*&-%+$< '*C*' #0 %)* U@*@*Q ()* L*%*&>+$+/%+, #/,+''-%+#$/ 7)+,) 7*&*
#S/*&C*L +$ %)* =&*C+#@/ *V=*&+>*$% -&* -S/*$% +$ %)+/ ,#$!<@&-%+#$Q ! =#+$% %#
$#%* )#7*C*&? +/ %)-% +% %-T*/ - '#$< %+>* %# d/*%%'*e %# %)* #=*&-%+$< =#+$%Q ()+/
+$+%+-'+M-%+#$ +/ - >-W#& dL+/%@&S-$,*e -$L #$* L#*/$f% *V=*,% %# *$,#@$%*& +% +$
%)* $#&>-' >#L* #0 #=*&-%+#$Q 4#7*C*&? +% +/ &*'-%*L %# %)* &*/=#$/+C*$*// #0 %)*
,#$%&#' /./%*> %# ,)-$<* +$ #=*&-%+$< ,#$L+%+#$/Q ()+/ /'#7 &*/=#$/* +/ &*'-%*L %#
- '#7 C-'@* #0 %)-% 7* @/*Q Z 8* ,-$ S* >#&* -<<&*//+C* +$ #@& ,)#+,* #0 ?
%# <*% - 0-/%*& &*/=#$/*? )#7*C*& %)-% 7+'' '*-L %# '#7*& /%-S+'+%. >-&<+$/Q H$ %)*
$*V% *V=*&+>*$%? 7* %*/% - L*/+<$ 7)+,) )-/ - 0-/%*& &*/=#$/* %+>*Q

4.3 Experiment 3

8* +$,&*-/* %# DQK 0&#> DQD^Q 1*,-'' %)-% +/ -==&#V+>-%*'. %)* %+>*
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4.4 Experiment 4

X*V% 7* S*<+$ %# +$C*/%+<-%* %)* &*'-%+C* /%-S+'+%. #0 %)* L*/+<$? -$L '##T -% +//@*/
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4.5 Experiment 5

H$ %)+/ *V=*&+>*$%? 7* L#@S'* %)* &#@$L %&+= %+>*/ #0 all %)* "#7/Q ()@/? #@& /./9
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4.6 Experiment 6

X#7 7* &*%-+$ %)* &#@$L %&+= %+>*? S@% ='-. -&#@$L 7+%) %)* '#-L '*C*'Q R+&/%?
7* &*L@,* %)* $@>S*& #0 0%= "#7/ %# ZQ ()+/ /)#@'L &*L@,* %)* /%-S+'+%. >-&<+$
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4.7 Experiment 7

X#7 7* +$,&*-/* %)* '#-L '*C*'Q !,,#&L+$< %# #@& -$-'./+/? %)* /./%*> /)#@'L
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4.8 Experiment 8

R+$-''.? 7* &*%-+$ %)* '#-L '*C*' #0 ]D? S@% &*L@,* %)* =&#=-<-%+#$ L*'-. %# ^D>/Q
()+/ -<-+$ /)#@'L )-C* $# *00*,% #$ /%-S+'+%.? S@% =*&0#&>-$,* /)#@'L S* L*<&-L*LQ
R+<@&* EZ L+/='-./ %)* /'#7 &*/=#$/*Q

5 Conclusions
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A Linearization of TCP Model
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